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LA PALESTRA DELLE GARE

QUESTIONI PROPOSTE
Avvertenze per /' Riso/utors a pagina 2.

QUESTIONE 228 jicuiMipn CRIPTARITMETICA
Ricostruire l'addizione qui

accanta indicata: Ferro, FERROG+
RAME, ORO , RRDI0 seno RAME +
quattro numeri dispari ORO=
Quante soluZzioni ? RADIO

QUESTIONE 229

Dato lo schema grafico qui accanto indica-

to determinare gli itinerari che puc seguire

una TORRE degli scacchi posta in Ay~ per

raggiungere con movimenti

solo verso destra e verso

l'alte ciascuna delle sequen-
ti posixioni :

A(o N B,’ Cs' b;’ Es'

=P w P rOd OO G

Ly, Lo, Hy, G, Fs,

-]
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ANGOLO ACUTO VI, 12
QUESTIONE 230

Determinare le soluzioni intere e frazionarie della
eqmzione xy = yx

QUESTIONE 231

Determinare tre numeri sapendo
1) che sono in progrecsione geometrica :

2) che aggiungendo 8 al secondo numero, si ottiene
una progressione aritmetica ; . .

3) che aggiungendo 64 al terzo termine di quest’ ulti-
ma progressione si ottiene nuovamente una progres-
sione geometrica.

QUESTIONE 232

Considerate i 36 punti del e
quadrato qui disegnata. e e e e .
Quanti sono I quadrati che
hanno per vertiel quattro di v e e e e .
questi punti ?

Determinare |e aree e i peri- e e e e e e
metri dei vari tipi di quadra-
i, tenendo presente che il pe- v e e e e e

rimetro del quadrato minimo
e cm 4.

AVVERTENZE IMPORTANTI! PER | RISOLUTORI & racco-
manda di usare fogli distinti per le singole risposte. Ciascuna risposta dovrd
portare il cognome e il nome del risolutore e lindirizzo esatto e completo del
numero di codice postale. Gli studenti indichino anche la classe e I'lstituto fre-
quentato nel corrente anno scolastico e I'etd. Le risposte delle questioni pro-
poste in questo fascicolo dovranno essere inviate ad
ANGOLO ACUTO - Via Cairoli 78 - 50131 FIRENZE

al piu presto possibile
Per ogni questione proposta saranno pubblicati i nomi di tutti i risolutori e le
risposte migliori. Annualmente saré compilata una graduatoria fra i Giovani
che si saranno distinti per assiduita, esattezza ed ordine e saranno assegnati lo-
ro dei premi in libri,
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ANGQOLO ACVUTO VI, 12

RISOLUZIONI DELLE QUE STION! PROPQSTE

MATURITA' SCIENTIFICA
QUESTIONE 158 Sessione Swppletiva {973 -1 quesiTe

In un riferimento cariesiano ortogonale Oxy siano date
la parabola di equazione =~ % x?y 27 (1)

e le crconferenze di equazione x*+y? -2ky=0 (2)
con K parametro reale.

Delle predette circonterenxze si consideri quella che risulta
tangente alla parabola ed appartiene al semipiano yo.
S5i scrivane le equazioni delle rette tangenti comuni ala
parabola stessa e alla circonferenza e si dica qual € Jam-
piezza dell’‘angolo formato dalle due tangenti.

R/ISOLYZ/ONE

a’ Davide Gar de/ L.S5¢crent/¥rco “AVolta, 4/ MiLaNG
La parabola (4) ha il vertice mnel punto V(0;27/3)
ed ha la concavita rivolta verso il semiasse negativo
della y. La (2) rappresenta un fascio di circonfe-

renze con il centro C(0;K) sull'asse delle y , tangenti
all’asse x nell’origine ¢ aventi il raggio €O=K .

Per determinare la circonferenza richiesta si elimina

x? fra la (1) e la (2) e si ho |'equazione

gz-%.(-y% 20(9).,.%2 ossia  1by"-8(4k+3)y+81=0 (3)

e si uguaglia a zero il discriminante di quest'ultima.
S har Ao g (4ke3) 1081 =0 per (4k-3)-81=0
cioe per (4k+3+9)(4k+3-9=0, 2 (4kH2)(4K-6)=0

e quindi Ki=-3 e Ky= 35

Scartando il valore K;=-3 che forniste una cir-
conferenza giacente nel semipiano y <0

st assume il valore K=34 . Lla circonferenza
ercata ha per equazione N

x2+yt-3y=0 4) = (‘(0;%) e raggio 0C=5-.

w
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ANGOLO ACUTO VI, {2

Sostituendo K=-23- hella (3) e risolvendo si ha

h=1Y =§; ; ne segue,dalla (2)

X,:-—%V; e x =7‘:-‘/3 . I punti di tangenza

sono quindi _3-9 3/3.9).
n (35 2)e L35 2)

Le tangenti t, e t, in T e T, sono perpendico-

lari rispettivamente ai raggi CT, e CT;
| coefficienti angolari delle rette CT, e CT; sono

3._9 3_9
=—2" < _ .. 4i,, _ 279 __41
T oo+ dfs BRI SyE TR

4 equindl *

4 i
R .

Le equazioni di tali tangenti sone
t:t) _{3—% -Y + % =0

= T= (t,04)=03)-
Poiche _risulta__
T_Tq ’—‘—Tg,Tz = T'r-‘v e = -é—-s— )

il triangolo TT. T,

risulta equilatero e quindi
l'angolo :L'r'r, misura 60°
Nota . Il testo ministeriale
chiedeva anche la determi-
nazione dell'area S della re-
gione ( finita) compresa fra

la parabola (4) ¢ la civrconfe-
renza (4) - Si pue' caleolarla facilmente nel modo seguente

- ETRNL 4 [rCE - T-0L]en 2 (3T,
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ANGOLDO AcUTO VI, 12

QUESTIONE 203

Circoscrivere un quadrato ad un quadrilatero asse-
gnato convesso.

RISOLUZIONE oy C.Guarato di VaLpagno e dr
M.Longinetti de/ L. Sc."L.da Viner, di FIRENZE

Supponiamo il prablema risolte @& D "
e sia ABCD Il l:w.c:».drilo.tet-o dato D
ed MNPA il quadrato circo-
scritto con A su MN, B su NP
Csu PQ e D su QM. E'eviden
te che M,N,P,Q si trovano

rispettivamente sulle circonfe-

renze di diametro DA, AB,RC CD. %
La diagonale del quadrato, MP, ¢ e
bisettrice degli angoli GMN NPQ, ? B

e quindi passa per i punti medi delle semicirconfe-
renze, interne rispetto al quadrato,aventi per diame-

tro AD e BC. COSTRUZIONE

Si descrivano Je circonferenze aventi per diametro due la-
t opposti del quadrilatere; ad esempio AD ¢ BC. Siano
M e P’ i punti medi delle semicirconfenze interne al
quadrilatero . La retta M'P' tagliera ulteriormente le cir-
conferenze nei punti M e P che sono due vertici op-
posti del quadrato cercato. Le rette MA ¢ PB determi-
nano il vertice N e le rette MD e PC determinano il ver-
tice @ del quadrato cercato. Il problema ¢ possibile
solo quando la retta M'P interseca internamente i la-
ti opposti AD e BC

RIS OLUZIONE o F.Fogliotts dr GENOVA-SAMPIERD.
Siano ABCD i vertici del quadrilatero dato. Da uno
di questi punti, per esempio da B, conduciamo la per-
pendicolare BP alla diagonale AC. Sulla retta BP
prendiamo BL = AC. Uniamo D con L . La retta DL
¢i da la direzione di un lato del quadrato cercato,

N
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ANGOLO ACVTO VI, 12

che si completa conducendo da A e da € Ie perpendi-
colari alla retta DL e da B la parallels alla stessa
retta DL.

NotA 4. Se le diagonali del quadrilatero ABCD sono
wguali e perpendicolari e uguali si possono circoscri-
vere infiniti quadrati.|nfatti da A e C si possono con-
durre due rette parallele in una direzione qualun-
que ;poi per B e D si conducono le perpendicolari a
queste due parallele e si ottiene un quadrato. In que-
sto caso le circonferenze aventi per diametro i lati AB
BC,CD, DA passano per uno stesso punto : il punto di in-
tersezione delle diagonali del quadrilatero.

Nota 2. 1l problema ha quatiro

it X A
soluzjoni se si richiede che ciascun |
lato del quadrato MNPQ o un suo | ﬂ
prolungamento passi per uno dei 4

vertici del quadrilatero ABCD. Si
confrontino le riseluzioni della que-
questione 93 : « Jdat/ guatiro punti D

ar un prano (tre a tre non allinea-

i) costraire un guadrato tale che /a v
retta air crascan fafo pass; per ano G ¢
dei quatiro pants dat/ s, pub bli-

cate nel fascicole 4-2,anno 491973 (pagq- 5-8).
QUESTIONE 204

Risolvere |’ equazione :

123 + 456 + 7-8-9+ -+ (x-5)(x-4) (x-3) + (x-2)(x-1)x = 630
RISoLvZIoN £

ar Marco Sucei del L.Sc. A Volta, di MiLane

Poiché la quarta terna « 10-4i-12 » 4000 » non pud esse-
re inclusa ‘nella somma indicata al primo membro della
equazione data, la soluzione ¢ x=9.

Infatt s ha:

123+ 456+ %7-89 =6+4120+ 540 = 630,

—-6-



ANGOLO ACUTO WM, 12

RISOLUZIONE dedotta dalla risposta di Graseppe
Guarato di Valdagno;che ha mndicato diversi modi per
pervemre afla €quazione (¥).
11 primo membro dellequazione data si puo $crivere:
(x¢-2)(x-)x + (1-5)(1-4)(1~3)+ ~+789 + 45-b +4-2:3 = 630,
e poneno(o x= 34
2= 3 =¥ 3 2
Z (3»,,_2)(31-4) 3 =37, (92° -9~ +2‘c) = —

2=4d

=4

e zicordando che n(ned) 2 om
5151*2'(’3*"‘*7!'-3 ) = n ; )
S, = L+ 2‘1+ P+ M= 'n(n+4)ézn+1) - 2n3 ;37: +n ;
B0 i a 2 nPnH)_ m* +27nen?
Sy= P4 24 B4t m=[Sa] s = z
Ly o (2P (2} %)2 (x
TR R GLA s e L
4 2
2
ez X2 2} -5% —6x  Quindi l'equazione data
12
puo scriversi : x® *27‘:; 52 -6% = 630
da cul x4+ 2% -5x*~-6% -7560 =0 ()

che ammette |’ unica soluzione posi’(iva [x=9]

[NOTA DIBATTICA] Riportiamo per i Giovani Angolisti una dimo-
strazione delle tre formule sopra ricordate : §,=...;5,=-. ; Sy=-

1) caleoliamo S, ; si ha: 54, =4+2+3 +.... +(n-1).g.ln

ovvero = nn-)r(n-2)+--+ 2 + 4 . E somman-
do membro a membro 2S. :(nﬂ)+(n+|)+(mu)+ 1) £p+d) =(net)n
e quindi S = M 'n +4m. ().
Essa st pud conSlderare come un polmomlo di 2° grado inn
Sizan® + bn +c , ( con a-i , b= .4. ,c=0) -

-7-



AN GOLO ACVUTO VI,12

2) Analogamente la somma S, deiquadrati dei primi 7 nume-
ri interi sard un polinomio di 3° grado in

Sz anP+bn*+ch +d (2).
Caleoliamo S,  per n= 4, M=2, m=3, N=4;
Avremo rispettivamente S,= 4, S,=5, S,=i4 S,=30

Ponendo quindi nella (2) questi valori di me di 5, si
ha il sequente sistema lineare a quattro incognite

a+t b+ ¢ +d 4 Risolvendo si ha

8a+ 4b + 2¢ +d 5 a=3 b:i c-41 d:O
21a + 9b + 3c +d=14-/ 5 2 "6’

f1a + 16b + 4¢ +d =30 1 n3, 1n+%n=

i"non

:’ Sz pound
_oamdedntem _ _m(n+4) (2n+d)
— 6 Py L 6

3) Analogamente la somma 53 dei cubi dei primi n numert
interi ¢ un polinomio di quarto grado in m.

S = an*+bn +cn*+dn + e (3
Pee m= 4, 2, 3, 4, 5 siha
5y = 1, 9, 36, o0, 225 .

Ponendo nella (3) questi valori si ottiene il sistema lineare nelle
tinque incognite a,b,c d e
a+ b+ c+d+e 1 Risolvendo s1 ha
Pat 2h+Lc+2dre= 9 a:z,b_-i,c_%.
Fa+ Pb+ 3¢ +3d+e= 36 d=0  e=0
#a+ £+ £c +4d+ e = 100 T

n

|

So+ b+ 5¢ +5d+e = 225 Ne seque:
I RS S I B | 2~i 2(_2 _
53-4_"1 +5W +1- _4’n(1\+2n+4)_

= ’if'"} ('n-«-i)z = [Ji'n(nu)]a: [Sz]l

Ecco un altro procedimento per determinare S, ed S5

-8



ANGOLO ACUTO VI 12

Si scrivono (e relazioni:

) 4 =1

2=(+1)P = £ +348 434 44 Sommando
2
Fr@rd = 22632 +32 d | e
S TEZIIITIIIIINTI g membra,
n+4)’= =M+ 30" 3N + 4 o niducendo -
(n +H)P = i + 3-[12+2"+...+n‘]+ 3[1+2+---+'n] +m
ovvero (m-\-l); = L +3-85, +3.m(n+d) 4 m
. 3 2
do cuwi S, =~ i [(me)® - 3n(n+1) -(n+1) ] =
2 —... -1
- _;_(nﬂ) [n +2n+{-2m -1] =..= En(n+4)(2’n+1).

II) Si scrive la relaxzione
M+ = n* 4 4md + 612 + 4m +4

si pone in questa M= 0,1,2,.. M ; s SOmmano membro a

membro le relazioni ottenute e riducendo si ritreva
CPaody B aad n*(n+4)* M (ned) 72 2
Sa= P+ +Prowm’ = A _._.[ \ 12(51).

QUESTIONE 205 o]

In quanti modi si pus leggere ANGOLO olL|o

nella scritta qui o fianco riportata, ojL|O|L]|o
muovendosi anche ripetuta mente, se- o|L|o[Gg|O|L|O
condo il movimento della TorrRE nel o|L|o[a[N|G|o|L]|0O
gioco degli scacchi ? lo[L[o|G[N[A]n][c]oO]L]O]
RISOLUZIONE o/L|0lG|NIGIOIL]O
dai Gruseppe Guarato di VALbAGNO ojLjo/GlojL[O

X ojL|o|L|O

Se le lettere della parola considerata sono olLlo
tutte diverse ¢ valido il seguente semplice ragio- 0
A+ R~ G Q—v L] namento. Consideriamo —
M+ G >0l 1 la parola ANGOLI e la quarta parte della
I SN | scritta relativa . Partendo dalle lettera A s possono
bV seguire due direzioni verso le due N adiacenti ;da ogni
?"’ ';"’I N si possono seguire ancora due direxioni, cosi da ogni G
l.-’ 1 e cosi via. In totdle si hanno quindi 2% = 32 vie diverse
1
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ANGOLO ACUTO VI, 12

di percorrimento per la lettura di ANGOLI, Per I'intera scritta

sembrerebbe di poter concludere ¢

he le possibilita sopo 32x4 =128,

Ma va subito osservato che in questo modo le quattro parole
ANGOL! scritte sulle due diagonali vengono lette due volte,

Quindi il numero X richiesto

¢ X= 2.7"'4- = 124.

Qeneralizzando se € il numero delle lettere della parola
Proposta, il numero X (nel caso di lettere diverse) &

X = onel _ 4

La parola ANGOLO pero' presenta due lettere uguali e quindi

il numero X aumenta.

S¢ ammettiamo che lipotetica
TORRE po5sq anche tornare indie-
tro ripassando su una "0, gia®
sorpassata si puc osservare che
da ogni "L, si puo accedere su
quattro "0, e quindi la parola -
ANGOLO si puo leggere in
(2%-4)-4 = 60 4 = 240 modi
diversi.

Se invece imponiamo la condi-
Zione che la ToRRE non debba
mai passare due volte su una
stessa casella, 51 osserva che da
ogni "L, si puo accedere su tre
"0, diverse (quattro meno quella
gia’ sorpassata),quindi la parola
ANGOLO si puo leggere in ...
603 =180 modi diversi.

L' Angelista Francesco Mostardi del

L.5¢."Enriques, di Livorno ¢ ha

inviato una risoluxione piuttosto proligsa rispetto alla precedente
ma molto interessonte per il ragionamento sequito:essa ¢i ha sugge-
rito la formulazione della questone 229 (vedi pagina 1).

Hota : Il numero Xn det mod: in cui si
puo leggere in uno schems costruito
con n lettere diverse la parola AB-
CD...W i pus dedurre da Xu.(,aq-
giungendo 4 al doppio di Xn-i :

X'n = Qan t4 .
Infatti da ciascuna letters postaai
4vertici di Ny_, & puo passare a3
letteve perimetrali di Nn , e dalle
gltce lettere perimetrali di Nn-s
[itinerari(Xn-1-4) per i quali si puo'
pervenire a queste lettere] si puo

-1

pervenire a 2 lettere perime-

trali di Nnw. % ha-

per n=2 Xa =4

per n=3 Xa=43={2-42+4

per n=4  Xoz43H{2-4)2=
=28 =42-2 +4.

per n=5 Xs = 43 +(28-4)2=
=60 = 2:.2¢ +4 .

per n=K X, = 4_.3,_0("_'-4_),2:

E@J = 2’X|‘.‘ +4- .

Q-
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‘M,{?L Rownovate sutibo
% )W& M,, C'abbonamento mt?'fe'ﬂ

IMPORTANTE PER GLI ABBONATI 1976

Fra tutti gli Angolisti che avranno versato, nel conto corrente postale 5/
/27919, la loro quota di abbonamento ad ANGOLO ACUTO peril 1976,
entro e non oltre il 28 febbraio 1976, sara sorteggiata una copia delvolume
MANUALE DI MATEMATICA di Faure, Kaufmann, Denis-Papin (vedi pa-
gina 12).

L'estrazione avverra martedi 16 marzo 1976, alle ore 16, in un’aula del Li-
ceo Scientifico ‘’Guido Castelnuovo’’, via La Farina, 18 -Firenze,gentilmen-
te concessa, alla presenza di almeno DIECI Angolisti, abbonati per il 1976.
Tutti gli Angolisti 1976 che saranno presenti alle operazioni di estrazione,
riceveranno in omaggio una annata arretrata di ANGOLO ACUTO.

Invieremo ANGOLO ACUTO GRATUITAMENTE per il 1976:

- alle Biblioteche delle Scuole Medie Inferiori e Superiori che ciinvieranno
entro il 16 gennaio 1976, gli indirizzi privati (esatti e completi del nume-
ro di C.A.P.) dei Professori di Matematica e Fisica della Scuola stessa.

- ai Professori di Matematica ed agli Studenti appassionati che ci invieran-
no I'importo di ALMENO CINQUE NUOVI ABBONAMENT!  (nuove
quote per il 1976 - vedi pagina 1).

0| o =| N| m| ¢| ©
RISOLUTORI! DELLE QUESTION! VIR
AGROSI Aniello-DISO (Le) . . . . . . . . . . . . * hd
BERNI Maurizio, L. Sc. "’Spallanzani” - REGGIO EMILIA P hd
D’ANTONIO Pasqua, L. Sc. “’Einstein’’ - TORINO . . . . . . hd
DEL BONO Vladi, L. Sc. “’Galilei’”’ - TRIESTE . . . . . . . hd
FELICIAN Leonardo, L. Cl. “Dante’’ - TRIESTE . . . . . . *
FOGLIOTTI Francesco - GENOVA — SAMPIERDARENA . . . ol S A N 0 N .
FRIGERIO Emma - MILANO . ' L e *
GAI Davide, L. Sc. "A. Volta’”” - MILANO . . . . . . . . *
GATTI Guido - CREMONA . . . . . . . . . . . . Rl S B
GUARATO Giuseppe - VALDAGNO (Vi) . . . . . . . . ol S [ . N .
JANNELLI Enrico, L. Sc. “"Fermi” -BARI . . . . . . . . b L . L NN .
LONGINETTI Marco, L. Sc. "’L. Da Vinci”’ - FIRENZE . . . . b L L N L N .
MARTINOLLI Roberto, L. Sc. ““Oberdan’’ - TRIESTE e e I . . LN L
MOSTARDI Franco, L. Sc. ““Enriques’”” LIVORNO . . . . . bl bl
SUCCI Marco, L. Sc. A. Volta’ - MILANO . . . . . . . . * | * 1
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