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METODO di FELIX KLEIN per la risoluzione della
EQUAZ/IONE LP/TRGCOR/CAH

Si dice che tre numeri interi
x,y,z costituiscono una TER-
NP PITAGORICA se essi soddisfa
no all’ equazione

702'.' y‘t’ z’ (‘-)
che esprime la relazione fra le
misure deilati di un triangole

rettangolo.
z Se i tre numeri
y interi 2, y, 2
sono anche ‘pr/m/
fra loro., la terna
pitagorica si dice PRIMITIVA.
Come € possibile determinare
quante si vogliano terne pitagori-
che primitive ?
Basta scegliere due numeri
a & b,primi {ra loro,
uno pari e uno dispari, e calco-
lare poi x,y,z con le seguen-
ti formule (nelle quali si € sup-
posto axb):

[x=2ab; y=a-b* » 2= atsb|

bi questo importante problema che
ha un substrato aritmetico 2 geo-
metrico Insieme , esiste la seguente
interessante risoluzione,dovuta a
FeLix KLEIN:

Risolvere in numeri interi l'equa-
xione 2, Y= 2? (1)
equivale a trovare tutte soluzio-
ni razionali dell’ equazione

X2+yv¥224 (2)

ottenuta dalla W), dividendo
ambo i membri per z? e po-

nendo : v
—;=X e —z-=Y.(Z"j

La (2) considerata In coordina-
te cartesiane ortogonali & l'equa-
zione di una circonferenza con il
centro nell’origine O e di raggio
u?ualc ai.

1 problema & quindi ridotto a tro.
vare i punti della circonferenza
che hanno entrambe le coordina-
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te espresse da numeri razionali.
Consideriamo percio il fascio di
rette che ha per centro il pun-
to RB(0;-1): Vequazione di una

Y retta generica
del fascio e':

Y: Kx_i » (3)
) X con K arbitrareo,

Possiamo asseri-
re che futdsr e
: so/" i punti della
circonterenza aventi le coordina-
ik entrambe razional’ sono sulle
rette (3) con K razionale.
infatti se il punte P della circon-
ferenza ha [e coordinate razionall

(.!'., .?’{‘_) la retta (3) ha il coef

n
ficiente K razionale, poiche K¢ de-

terminato dalla equazione

il = K2 _4
da cut 7 n
K = 2 D7,
, m 9
Viceversa :

. Se K della (3) € razio-
nale,i punti di intersexione can la
circonferenza (2) hanno coordi-
nate razionali. Infatti risolvendo
il sistema della (2) e della (3) si ha:

{Y=xx-4 §Y=KX-4
X2+ Y2z 4 X2+ (kX-1)2=4
{ Y= kX-4
X [(K%i)x -2K]=0
da cul
_ 2K
W 3;'3?1 (s) ixz = K
‘= Yy = Ki-4
T K-y
Da queste espressioni si vede
che se K ¢ razionale , il punto

P(X;Y) ha coordinate raxionali.

Ponendo nelle(5) K=-"ﬁ”- sl ha:
2mn mt-n?

6 = = .
(&) X miend m2+n?

E ricordando le (2%)

= X ¥

dalle (6) si deducono tutte le
solurons /ntere dell'equazione
pitagorica (1), cioe tutte le
terne ar numers préagorics

x=2mn ; y=m2-n', 2= mien?
Ripetiamo che se m ed m sono
primi fra loro con m»>n si ot

tengono tutte le soluzioni prim/-
tive.

EseEmpi
m »n x y 2
2 1 Y 3 5
3 2 2 5 13
18 § i
5 2 20 171 2?
5 4 40 9 &
6 1 12 35 37
6 5 0 1] 64
7 2 € 5
7 4 5¢ ‘g 53
7 6 84 85
8 1 16 6y &5
8 3 48 5 13
8 5 80 9 89
8 3 112 5 143
9 2 EYA 73 95
9 4 72 65 a3y
9 8 144 11 145
10 4 20 929 {oi

Ovviamente da ogni terna pitagorica
primitiva si possono dedurre quante
altre terne pitagoriche non primi-
tive si vogliono : basta moltiplica-
re per uno stesso numero intero A
(22) i tre numer! della terna pi-
tagorica prescelta.Esemer:

k 3 4 5 h 12 35 3%
2 €8 40| 2 24 70 74
PoOM 3 a5 7 8¢ 20525

In molti problemi sulteorema di

Pitagora puo’ essere opportuno che
l'estrazione di radice dia come ri
sultato un numero decimale esatto,

Per preparare tali problemi basta
operare con I numeri di una ter-

-2
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na pitagorica divisi per {0, per 100

o per {000 ..

ESEMmMPI
20 21 29 10 24 26
2 21 29 1 24 26
0,2 02 029 0,4 024 026

002 092 0,029
LA PALESTRA delle GARE

AVVERTENZE PERI RISOLUTORI A PAG.8

QUESTIONI PROPOSTE
QUESTIONE 197%
Considerata la successione ricor-
rente di FIBONACCI (fasc.3- marzo
19%5- pag.1):

Qo .y, Q,,0, .a‘,a,_as ) eeer
011)1)213»5)8,....
determinata dalle condizioni
Qo=0,8,=4, Qp=Cpy +Qn-a
dimosgrare che n

1) Gy = Qpy Qpey =60

2) Q% + A%y = Qoneyd.

QUESTIONE 198 (¥

Condurre per due vertici opposti

di un dato rettangolo due rette
parallele tali che la loro distanza
sia uguale al lato minore del ret-
tangolo.

QUESTIONE 199 (#%)

Risolvere il sistema
{x-n— Y+ xy =44

0,01 0,024 6026

x+ 2+ XxXxZ = 55 *Xy,2€R

Y+ZT + Yz = 39.

Generalizzare. Alfonso La Paglia.

QUESTIONE 200

a) Verificare che, dati i numers
a,bec, eR , e

E = 4ab* - (a*+b?-c2) =

(*) Due premi da L.2000, riservati

agli Alunni di Scuola Media. .

&*) Due premi: uno da L.3000
e uho da L.2000,

= foe® (a2+c-p) 2 48— b*+ <;"---o?),2
ossia che:

la forma E =f(a,b,c) &
INVARIANTE per una sostituxio-
ne ciclica su (a,b,c).

+

b) Se,essendo a, b,ce R’
. sl volesse assegnare una

interpretazione geometrica , co-

sa potrebbe esprimere "iE_I e
sotto quali condizioni 2 4 7

Antonie Giuranna

RISOLUZIONI DELLE
QUESTIONI PROPOSTE

QUESTIONE 179
CRIPTARITME TICAH

beterminare le cifre N.OU sa
pendo che esiste |'uguaglianza

UNO(in base 7) ONU{;}. base 9)
RISOLUZIONE .
analoga a quella mviata da Geesqp
pe Guarato, Francesco Fog/iottc,
Stefano Gallar, Mauro Brg/ e
Marco Swccr .

Poiché la minore delle due Ix
si € 7, le cifre cercate devo
no essere minori di 7 e cio€

N, O, U < ¢ (H

la relazione imposta conduce
all’equazione
AU+IN +0 = 840 +9N +U
o§sa'a.: N= 24V -40.0
clot N=8(3vu-50) 2
Da quest’ultima uguaglianza ri-
sulta che
N deve essere uguale a zero o
deve egsere multiplo di 8, ma
per la (4) N <7, quindi N=0.
balla (2) si ha 33U =50
ovvero V) _ 5

)
9ssia U e O sono rispettivamente
multipli di 5 @ di 3 secondo uno
stesso numero. Ne seque ,sempre

—3—



ANGOLO AcuTO VI . 4

per la () 5 o 023
Risulta allora .
(503), = (305),=248.

QUESTIONE {80

CRIPTARITMETICA
Ricostruire l'uguaglianza :
MADRE = (M+A+D+R+E)}

RIsoL v IONE
dr Grusepoe Guarato e a; Ales-
sandre Francolin/.

Essendo MADRE un'cubo, di cin-
que cifre , la sua base deve esse-
re compresa fra 22 e 46 e

quindi = 59 ¢ MeA+D+RE<46;
ma il massimo valore che puc
assumere M+A+DyR+E ¢
35(= 9+8+7+6+5)
In una tavola di cubi si trova
che fra | 14 cubi compresi fra
223 e 35%, [unico cubo com-
posto di cifre diverse fra loro
ed avente la somma delle ci-
fre uguale alla base e
19683 = 27°.
Risulta quindi univecamente:

M=z=1; A=9;D=6;R=8; E=3.

QUVESTIONE 4184

(on le nove cifre significative
si possono formare tre numeri
di tre cifre, tali che uno sia-
uguale alla somma degli altri

due: ESEMPIO: 569+
244 =
l.e nove cifre 783

si possono anche .
disporre in una matrice ditre
per tre, in modo che formino
una catena connessa da wna |i-
nea continug che attraversi ung
sola volta ogni casella. Esemp

3 L 1)
;23 ,Q'{ 285
976 - 967

St

4 3 4 ./. -oi

LA

o7 ol

Quante dispesizioni soddista-

no CONTEMPORANEAMENTE alle

due precedenti condizioni ?
Fernando Roisse

RISOLUZIONE
dedotta dalle risposte ar
Gruseppe Caarato e d; Alessan-
dro Francolin/.

Indicando ¢on [@ prime nove
lettere dell‘alfabeto, dalla a ala

¢, le nove cifre
s;condo la posi- : 2?:
2ione scritta qui g he

la prima condizione
€ soddisfatta quando valgono
contemporaneamente le due
equaxziont :
9 { at+b+c +d+e+frg+hei=4s
{oo(a+d-g)+io(b+e-h) +ctf-i =0
Oppure introducends le due
nuove incognite m ed » (ripor
ti) e articolando diversamente
la seconda equazione, il sistema
{) puo’ essere sostituito da:
atbecrdeetfegeh+i =45
2) ctf-i = 2om m=0;{
btre-h+m=40n Mme0;{
atd-g+n =0
A seconda dei valori di men
si hanno i seguenti quattro ca-
si
1) meo
CASO /MPOSSIBILE
sulterebbe
2(atb+c tdee+f) =2(gehei) = 45.

I) m=1 n=q

CAso IMPOSSIBILE N quante risul-
terebbe
2(atb+cedee+f) = 63

n=o0
in quanto ri-

e 2(g+hed) = 27
m) m=0 n=4

Risulta: qebercedee+f=27

gth+i =48

c+f-j =0

bte-h ={0

a+d-g =
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Si ha ilseguente quadre delle pos-

sibilita® basato sulle relazioni:
bre-h=10; g+h+i=18.
b+re-h | ctf-i

I
+

<8
]
D

F'S
'y

)]
2)
3)
4)
5)
6)
F3)
8)
9)
10)
")
12)
43)
14)
15)
16)
7
18)
19)
20)

21)

[}
-
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Si ha una sitwazione che si dedu-
ce dal caso II) operando una so-
stituzione ciclica sulle ad
terne adg, beh cfi.

Si hanno intanto 42 fi  peh
soluzioni ; ma poich€ ¢
da ognuna di esse, per

la proprietd commutativa della somma
e la possibilita’ di scambiare ke cifre
degli addendi della stessa colonna,
si_hanno, con quella di partenza, st
soluzioni, come ad esempio dalla
prima goluzione del IE case.

194+ {92+ {84+ 482+
382 384 392= 394
57¢ 576 576 576
382+ 384+ 392+ 394+
194=  192= 184= _182°
576 576 516 576

Ne consegue che le soluzioni soddi-
stacenti alla prima condizione so-
no in totale 42:8 =336.

La seconda condizione si puo rea-
lizzare con una catena connessa da
una spexzata continua -chiusa o
aperta - che attraversi una sola
volta ogni casella . Le varia solu-
zioni sono chiaramente indica-
te dai seguenti gmfici, dai quali
se ne possono ottenere altri per
ribaltamento, per simmetria o per
rotazione : —
spezzave cHwse NI 11X
Uinizio puc effet- Lt £
tuarsi da qualsias! casella.
SPE2ZATE APERTE

dalla casella a alla casella c:

1 LQ

L
dallq casella a alla casella f:

lx::.

— X7,  Xi

| Y O I BN
dalla casella a allo casella 2 :

il imt X7

il X LA

Quante diverse, complessivamente?
Soltanto quattre disposizioni sod-
distano contemporaneamente alle
due condizioni,e precisamente :
Due soluzioni derivano dalla 23),
omessa : 2% del |V caso :

{29+ 4139+ ﬁl
438+= 428 -=
563 ; 5F6 ;

e due derivano dalla 24),omes-
sa : 3* del \V caso :

2149+ 319+
348 = E_l 248:=
567¢ ; 567

QUESTIONE 4182

In un cerchido una corda AB €
uguale al lato del triangolo equi-
latero inscritte e P € un punto
appartenente al maggiore dei due

-5-
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archi di estremi A, B.

Descritta la circonferenza di dia-
metro AB che incontri [e congiun-
genti AP e BP in M ed N, di-
mostrare che al variare di P

sulla circonferenza si ha sem-

pre AP = 2PN

e che la lunghezza del segmento

MN rimane costante.
A.Caccravillans

RISOLUZIONE

dr Gruseppe Guaravo

Lo proprieta’ si puo’ generalizza-
re assumendo una corda qualsiasi
AB: P e P’ siano punti qualsiasi
degli archi, di estremi A, B, maggio-
re ¢ minore di una circonferen-
za . Le semirette AP, AP’ BPBP
incontrano la circonferenza di dia-
metro AB, in M M, N,N’ rispet-
tivamente.

Al variare di P e P’ sui loro archi
si ha:

AP _ B8P _ BP' _ AP (cost
PN T PM T PM T PN T K (costante)

MN = M'N' = costante.

Infatil il quadrilatero AP'BP € in-
scritto, per cui!
AN A A

1) AP'N' = BP'M' = APB ,
percheé tutti 2 tre supplementar
di AP'B, che rimane costante al va-
riare di P’ sullarco AB minore di
una semicirconferenza.

1 triangoli

2) APN ,BPM, BP'M', APN'

sono tutti simili perche rettangoli
rispettivamente in N, M M'N' e )
con un angelo acuto uguale per lad).
Da lale similitudine risulta appun-
to per qualunque posizionedi Pe P'
sui loroparchi: AP
Ap _ BP _ BP' _ _
NP S e s K (cos*anfe).
. A
Inoltre: MAN = MaN =M"A\N:M'EN'
perche  supplementari degli angoli 4),
e infine MN=MN'(= costante)
Nel caso particolare in cui AB¢
il late del triangolo equilatero in-
scritto  risulta ”
APN = 60°e MAN = 30°
e i quattro triangoll 2) risultano
rettangoli ,(meta”di triangol equi-
lateri). Ne segue K=2 come do-
vevasi dimostrare .
In tal caso ¢ anche

MN = MN' = 2AB.
QUESTIONE 183

Fra due potenze successive di
3& e SK*'I

¢ sono sempre «wma o due po-
lenze successive di 2.
RISOLUZ/IONE
ar Gurdo Gait¥s
La relazione

2% < 3Kk ¢ 2*¥ O]
indica che 2* & la massima po-
tenza di 2 inferiore a 3% e che
2%+ ¢ la minima potenza di 2
maggiore ai 3%. Considerando che
2% < 3% siha anche 2:2%<3-3¥,

ovvero RARPEE LS (2)
Dalla 4) ¢ dalla (2) si ha:
W QXM gkt 3)

Questa relaxione ci assicura
che fra 3% & 3%+ egisie cer-
tamente uNA potenza di 2.

Inoltre , poiche” € per la (1)
3k 9%+
si ha successivamente:

-6-
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3n+%x< 21-04.*2:4»4
2 3% ¢ 2.9%% .
e 2.3 2%*2
A maggiotr ragione si ha
3!(_.,2.3& <2x4’2,‘_2'&4’2
3.3k ¢ 2.9%?
et L ox¥ ()
La(3) e la (4) si fondo-
no nella relazione
AP LA LA Tt

Quest’'ultima indica che
nell'intervallo compreso
fra 3% e 3%*! pon pos-
sono esserci pik di due
potenze di 2.

E,poiche” nell’ insieme
K={42,3,...n} vi sono
pru potenze di 2 che
potenze di 3 ,si puo
asserire che nell’ interval-
lo 3% — 3K+l (i gono
UNA ©O DUE AL MASSIMO
potenze di 2.

——

-~ =

Nel prossimo numero di
MAaGGlo pubblicheremo

altre due interessanti di-
mostrazioni : una di Gius
pe Guarato e laltra di

Francesco Fogliotti.

®-1e  Prof. FrRancesco FoGLIOTTI- GENOVA-Samp

PALESTRA bdeLLe GARE
RISULTATI della V GARA
OTTORRE 4973 - DICEMBRE 1974

QUESTIONI 144-185
Eco lelenco dei Giovani ANGOLISTI che &1 so-

no distinti per il numero e per I'esattezza del:
le risoluzioni inviate :

1) MARTINOLLI Roberto -L.Sc.”Oberdan, TRIESTE
RisoLuzioNl INVIATE 40 - PREMIO L.5000
2)JANNELLI Enrico - L.Sc.”Fermi, BARI
RISOLUZIONI INVIATE 33 - PREMIo L.3000
3) SUCll Marco - L.Sc."Volta, MILANO
RISOLUZIONI INVIATE 2.6 - PREMIO L.2000
LONGINOTTI Marco - L.5¢.”L.da Vinci, FIRENZE (R.25)
FELICIAN Leonardo-L.Cl.”Dante, TRIESTE . (R.24)
MANGANRRO Marco -L.5¢"Oberdan-TRIESTE (R-21)

BIGl Mauroa - L.5¢."Castelnuovo, FIRENZE (RA9)
BENINI Enrico-L.5¢ “Galilei, TRIESTE (R.43)
TERRANOVA Diego-L 5¢*0Oberdan,TRIESTE (R 10)
DEL BONO Viadi - L 5c"Galilei, TRIESTE  (R.9)
GAl David -L.5¢."Volta, MILANO (R.9)
BATIC Anna Maria - L.5¢. Slovens-TRIESTE (R,8)
DAMBRO510 Pasqua - L.5¢."Sinstein, TORINO  (R.8)

FRANCOLINI Alessandro-L.5¢-BORGO 5.L0 RENZO (R 6)
BERN! Maurizio-L.5¢."Spallanzani,, REGGI0 EM. (R.5)

Un particolane elogi . appasmrnali
P ‘—vm:nm?kwmaeq,ue-

M® QuwserPE GUARATO - YALDAGNO

le cui risposte owgmah costituiscono un valido
aiuto per Redazione .

RISOLUTORI DELLE QUESTIONI

179]1801181]182|183

AGROSI Aniello -DISO (Le) o
BENINI Enrico -L.Sc."Galilei"-TRIESTE _ ]
BERNI Maurizio-L,Sc."Spallanzani"- REGGIO EM.
BIGI Mauro -L,Sc."Castelnuovo"-FIRENZE _
DALLA COSTA Irma -L.Class,- PADOVA

'»
;,.
|

L N 4

FELICIAN Leonarde =L.Cl,%Dante"- TRIESTE _ _
FOGLIOTTI Francesco -GENOVA-SAMPIERDARENA _
FRANCOLINI Alessandro -L.Scients;BORGO S, LORENZO
GALLAI Stefano-L.Class.-CITTA'di CASTELLO __

GAI David -L.Sc."Volta" - MILANO

r»@r»» >

TR

GATTI Guido - CREMONA _ B
GUARATO Giuseppe -VALDAGNO _ o

JANNELLI Enrico -L.Sc."Fermi"- BARI
LONGINETTI Marco-L.Sc."L.da Vinci"- FIRENZE .
MARTINOLLI Roberto-L.Sc."Oberdan"- TRIESTE
SUCCI Maroco - L.Sc."Velta"-MILANO _
TERRANOVA Diego -L.Sc."Oberdan" -
VIOLA Paolo ~TRIESTE __ __ .

*
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* R.Martinolli ha inviato anche le risboste alle ‘Qdisﬁ'on-i >£45,u4,l~4'5.i>50,475.
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